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2019-2020 учебный год
Самое трудное при решении рациональных уравнений – правильно определить, к какому виду оно относится. Если идентификация состоялась, тогда метод решения становится очевиден, если же классифицировать уравнение затруднительно, то необходимо придумать, как свести уравнение к более простому. В этом случае бывает полезно сделать замену неизвестного, которая упрощает вид уравнения.

Рассмотрим конкретные примеры.

Пример 1. Решите уравнение 
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Решение. Заметим, что выражения 
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 отличаются на 2, поэтому удобно сделать замену переменных 
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 Тогда заданное уравнение примет вид: 
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Вернёмся к замене: 

1) 
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Ответ: 0,5; 2;
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В рассмотренном примере метод введения новой переменной был, как любят выражаться математики, адекватен ситуации. Но так бывает не всегда, иногда новая переменная «проявляется» только в процессе преобразований. Именно так будет обстоять дело в следующем примере.

Пример 2. Решите уравнение 
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Решение. Возведём двучлен в квадрат.
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Выполненные преобразования приводят к замене:
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Вернёмся к замене: 

1) 
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Ответ: 3 ; 
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Пример 3. Решите уравнение 
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)

7

)(

6

)(

5

)(

4

(

=

-

-

-

-

x

x

x

x


Решение. Дано уравнение вида 
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d

x

c

x

b

x

a

x

=

-

-

-

-

)

)(

)(

)(

(

, где 
[image: image32.wmf]a

b

c

d

<

<

<

 и 
[image: image33.wmf]c

b

d

a

+

=

+

. В этом случае удобная подстановка уже известна: t = x2 – (a + d)x, а уравнение с помощью неё сводится к виду (t + ad)(t + bc) = l. 

Имеем: 
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значит, x2 - 11x = t. Далее остаётся решить уравнение (t + 28)(t + 30) = 1680 и вернутся к замене. 

Иногда для уравнений такого вида используют другой подход. 

Перегруппируем множители 
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Получим: 
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Пусть 
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Вернемся к замене: 

1) 
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D1 < 0.

               Действительных корней нет;
2)  
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Ответ: -1;12.

Пример 4. Решить уравнение х(х + 3)(x + 5)(x + 8) = 100 .
Решение. Имеем: 
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значит, x2 + 8x = t. Получаем уравнение: 
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Имеем:  
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 EMBED Equation.3 [image: image51.wmf].
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Возвращаясь к замене, получаем два уравнения: 

1) 
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D < 0. 

               Действительных корней нет;
2) 
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            Ответ: 
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Пример 5. Решите уравнение 
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Решение. Квадратные трёхчлены в скобках отличаются вторыми коэффициентами. Значит, имеем уравнение вида: 
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Оно решается делением обеих частей на выражение 
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Произведём замену 
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 которая сводит уравнение к квадратному: 
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Вернёмся к замене:

1) 
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Ответ: 
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Пример 6. Решите уравнение 
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Решение. Уравнение аналогично предшествующему, поэтому решаем по тому же алгоритму, но немного «подкорректируем» замену переменных. 
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Пусть 
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Имеем два уравнения:

1) 
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Ответ: 
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Пример 7. Решите уравнение 
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Решение. Данное уравнение приведено к виду 
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[image: image101.wmf]20
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В результате преобразований уравнение приводим к биквадратному:
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[image: image104.wmf]2
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 – корни первого уравнения, второе – действительных корней не имеет. Вернёмся к замене:
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Ответ:  
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Пример 8. Решите уравнение 
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Решение. Заметим, что уравнение симметрическое третьей степени. Значит, одним из его корней является число 
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 Имеем: 
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 Квадратное уравнение 
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 не имеет действительных корней, так как 
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Ответ: – 1.

Пример 8. Решите уравнение 
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Решение. Это симметрическое уравнение четвёртой степени. Решаем его почленным делением на выражение 
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, получаем: 
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Если 
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Используя указанную замену, приходим к квадратному уравнению относительно переменной t: 
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Вернёмся к замене: 

1)   
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Ответ: 1; 
[image: image133.wmf]2
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Решение нестандартных уравнений с использованием особых приёмов
1. Приём комбинирования

Зачастую встречаются рациональные уравнения, которые нельзя вписать в рамки строго очерченной классификации, хотя элементы того или иного вида в них присутствуют. В таких ситуациях надо комбинировать решение, исходя из накопленного арсенала методов и приёмов.
Пример 9. Решите уравнение 
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Решение. Перегруппируем множители, стоящие в левой части:
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Получим уравнение, у которого квадратные трёхчлены отличаются вторыми коэффициентами.  
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Убеждаемся, что х = 0 не является корнем уравнения, и делим обе части на выражение 
[image: image137.wmf].
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Вводим замену 
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и 
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Вернёмся к замене:  

1) 
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Ответ: -4;-6;
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Пример 10. Решите уравнение 
[image: image153.wmf]5
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Решение. Преобразуем уравнение к виду:
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Так как 
[image: image157.wmf]0
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 не является корнем исходного уравнения, то разделим обе части уравнения на выражение х2. 
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[image: image159.wmf].
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Пусть
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Имеем два уравнения:

1) 
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Ответ: 
[image: image176.wmf]2
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2. Приём выделения квадрата двучлена

При решении некоторых рациональных уравнений хороший эффект даёт формула «Квадрат двучлена». В результате её выделения «вырисовывается» нужная замена переменных, позволяющая свести уравнение к квадратному. 

Пример 11. Решите уравнение 
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Решение. О.Д.З. 
[image: image179.wmf].
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Заметим, что в левой части уравнения стоят квадраты выражений х и 
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К сумме квадратов этих выражений прибавим и отнимем их удвоенное произведение и выделим формулу «Квадрат разности двух выражений».
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[image: image184.wmf],
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«Проявилась» замена 
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 которая понижает степень уравнения.
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Далее получаем два уравнения:

1) 
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                   Действительных корней нет.

Ответ: 
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3. Приём почленного деления

Такой приём используется в отдельных видах рациональных уравнений. Например,  для решения возвратного или симметрического уравнений четвёртой степени приходится выполнять почленное деление на выражение 
[image: image196.wmf].
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 Но не всегда данное уравнение можно соотнести с конкретным видом. Математическая  интуиция и наблюдательность «подскажет», на какое выражение надо делить. 

Пример 12. Решите уравнение  
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Решение. Поделим обе части уравнения на выражение 
[image: image198.wmf].
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 Эта операция возможна, так как 
[image: image199.wmf]3
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 не является корнем уравнения. Имеем: 
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[image: image201.wmf].
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Получаем уравнение, аналогичное разобранному в примере 17, и выделяем квадрат двучлена. 
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Заменой 
[image: image205.wmf]t
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 сводим уравнение к квадратному: 
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Вернёмся к замене:

1) 
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 действительных корней нет.
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Ответ: 
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