Решение систем линейных алгебраических уравнений 

специального вида с помощью дискретного преобразования Фурье
В современных условиях значительная доля  задач, обсуждаемых в различных областях научной деятельности, сводится к решению систем алгебраических  линейных уравнений большой размерности. Для такого решения давно разработаны и успешно применяются приближённые численные методы. При этом всегда необходимо ответить на вопрос, какова погрешность полученного приближённого решения. Поэтому большое значение имеют методы получения точных решений, с помощью которых на специально подобранных задачах можно оценить указанную погрешность.

В работе для решения системы специального вида, полученной при вычислении эквивалентного сопротивления сети резисторов, используется дискретное преобразование Фурье.

Дискретным преобразованием Фурье называется преобразование функции дискретного аргумента 
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 в функцию дискретного аргумента 
[image: image2.wmf]k

b

 (k=0, …, N-1) по формуле 
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Свойства функции, возникающей в работе, таковы, что вместо экспоненты появляется функция вида
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Никакие свойства дискретного преобразования Фурье, требующие доказательства, в работе не используются.
 По данным Википедии [1], дискретное преобразование Фурье применяется в алгоритмах цифровой обработки сигналов, в задачах, связанных с преобразованием частот в дискретном сигнале, и других аналогичных задачах. О применении для решения линейных систем алгебраических уравнений не упоминается (впрочем, сведения 
Википедии не отличаются полнотой). В учебнике [2] при перечислении задач, для решения которых применяется дискретное преобразование Фурье, также не упоминается о решении линейных систем алгебраических уравнений.

В работе рассматривается прямоугольная сеть размерами N×M, состоящая из одинаковых резисторов с сопротивлением r, показанная на рисунке:









Нумерация узлов сети понятна из рисунка.
Цель работы: с помощью дискретного преобразования Фурье вычислить эквивалентное сопротивление этой сети между любыми ее узлами.

Для достижения этой цели надо решить две задачи:

1. Составить уравнения, описывающие распределение токов в сети.

2. Решить эти уравнения с помощью дискретного преобразования Фурье.

При решении задач используются сведения из школьных курсов физики и алгебры и из научно-популярной книги [3].

Пусть в узле 
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 в сеть втекает ток I, в узле 
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 из сети вытекает ток I. Токи, возникающие в сети, обозначим, как показано на рисунке: Jn,m  течёт вправо, In,m – вверх из узла
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. Токи, втекающие в сеть и вытекающие из неё, удобно записать с помощью символа Кронекера 
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Составим уравнения Кирхгофа для узлов
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и для контуров
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Выразим токи Jn,m и In,m  таким образом: 
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n=0, 1,… N; m=0, 1,…, M;

при этом положим 
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Эти выражения удовлетворяют уравнения для контуров, а уравнения для узлов принимают вид
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n=1, … N; m=1, …, M.

Функции от 
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 при всех p=0, …, N-1; q=0, …, M-1 удовлетворяет краевым условиям (1). Составим из этих функций сумму 
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 и подберём коэффициенты 
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 так, чтобы она удовлетворяла уравнению (2). Подставив её в (2) и выполнив необходимые преобразования, получим систему из N×M уравнений с неизвестными 
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Чтобы найти её решение, умножим каждое уравнение на 
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 и полученные равенства сложим:
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С левой частью этого равенства выполним следующие действия: 
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 внесём под знак суммы по p и q; изменим порядок суммирования так, чтобы сначала вычислялась сумма по n и m, а потом – по p и q; из под знака суммы по n и m вынесем множитель 
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; преобразуем сумму по n и m:
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Вычислим каждую получившуюся сумму:
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В результате получаем левую часть в виде
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Преобразуем теперь правую часть равенства (3):
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В результате получим (обозначения 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image56.wmf]12
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 может быть произвольным.

Эквивалентное сопротивление между узлами 
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вычисляется следующим образом:
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Полученное выражение можно упростить, вычислив некоторые суммы.

Рассмотрим тождество
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Оно проверяется вычислением правой части с помощью формулы для суммы  тригонометрической прогрессии с комплексным знаменателем (или с помощью методов, описанных в книге [3]).
Умножим обе части этого тождества на 
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, просуммируем результат по q от 1 до M−1, в правой части изменим порядок суммирования; получим
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(?) в правой части сумму по q ее (?)
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Из этого равенства предельным переходом 
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получается:
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Дальше мы будем считать, что 
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─ этого всегда можно добиться поворотом сети резисторов и выбором угла сети, от которого ведётся отсчёт n и m. 
С помощью полученных равенств вычисляется первое и второе слагаемое и внутренняя сумма в третьем в выражении для эквивалентного сопротивления:


[image: image74.wmf]2222

2211

1111

1

121

21

1,2

22

1

211

2

221

121

2

1

21

()()

(1)(1)

(21)(21)(21)

cos2()()coscos

222

(21)

()()cos;

2

N

mmMmm

pppp

M

p

pp

Mmmmm

pppp

mmMmm

pppp

mmr

Rr

NN

pnpnpn

NNN

pn

N

llll

ll

ppp

llll

p

llll

-

--+

=

-+-

--+

-

é

=+++´

ë

--

---

-+++

-

ù

+++

ú

û

å


здесь обозначено 
[image: image75.wmf]222
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Таким образом, поставленная цель достигнута.
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